naturliche Zahl

Menge

Element

1. Mengen und Teilmengen

1.1. Menge und Element

In der Umgangssprache verwendet man das Wort ,Menge” im Sinne von ,viel”
recht haufig: Man spricht von einer .Menge Geld”, einer ,Menge Salz”, von
~Wassermenge” oder gelegentlich von , Mengenrabatt”.

In der mathematischen Fachsprache bedeutet der Begriff ,Menge” nicht genau das
gleiche. Einige Beispiele, die wir auch den nachfolgenden Betrachtungen zugrunde
legen wollen, mogen dies erlautern:

1. Die Menge der Monatsnamen

2. Die Menge aller Kleinbuchstaben unseres Alphabets

. Die Menge der natlrlichen Zahisn (das sind die Zahlen 1, 2, 3, 4. 5, 6, 7. 8. 9,
10, 11, 12 usw.)

. Die Menge der natiirlichen Zahlen zwischen 7 und 9
. Die Menge der natirlichen Zahlen zwischen 3 und 4

w

. Die Menge der ersten zehn natiirlichen Zahlen der Siebnerreihe
Die Menge der Mitschuiler in deiner Schulklasse

0~ O A

. Die Menge aller Blumen in einer Vase

Bei jeder dieser Meangen handelt es sich offensichtlich um eine Zusammenfassung
von Dingen, die voneinander unterscheidbar sind,

im Beispiel 1 um die Dinge Januar, Februar, Marz, April, Mai, Juni, Juli, August,
September, Oktober, November. Dezember.

im Beispiel 2 um die Dinge a,b.c.d. e f.g hi.jk L. mnopagrstuv
W, X, Y, Z.

im Beispiel 3 um die Dinge 1, 2, 3. 4 usw.
im Beispiel 4 um das Ding 8.

Dabei steht von jedem Ding eindeutig‘ fest, ob es zur Menge gehdrt oder nicht
(im Beispiel 7 gehorst du nicht zur Menge der Mitschler).

Jene Dinge, die zu einer Menge gehdren, heissen die Elementie dieser Menge (im
Beispiel 4 ist die Zahl 8 das einzige Element der Menge aller natiirlichen Zahlen
zwischen 7 und 9).

Man kennt also eine Menge dann, wenn man weiss, aus welchen Elementen sie
besteht.

Mengen bezeichnen wir mit grossen (lateinischen) Buchstaben mit Doppelstrich:
A, B, C, ..., Z, Elemente im allgemeinen mit kleinen Buchstaben: a, b, c, ..., z.

Beachte:
Statt zu sagen, ,das durch x bezeichnete Element”, sagen wir kurz , das Element x”.
Statt zu sagen. .die durch A bezeichnete Menge”, sagen wir .die Menge A"
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aufzahlende Form

Ist beispielsweise x ein Element der Menge A,
so schreiben wir x € A

und lesen X ist Element von A"

oder «X gehort zu A",

Ist y ein Ding, das nicht zur Menge A gehort,

so schreiben wir y & A
und lesen LY ist nicht Element von A”
oder LY gehort nicht zu A",

Wir betrachten wiederum einige der oben gegebenen Beispiele:

1.

Wenn wir die Menge der Monatsnamen zum Beispiel mit A bezeichnen, dann
gilt:

April € A

Mittwoch & A

. Wenn wir die Menge aller Kleinbuchstaben unseres Alphabets beispielsweise

mit K bezeichnen, so gilt:

Die Aussage .P € K” ist falsch, denn P ist ein Grossbuchstabe und K die
Menge der Kleinbuchstaben unseres Alphabets.

Die Aussage .P ¢ K" ist wahr.

Die Aussage .b € K" ist wahr.

Beachte:
Unter einer Aussage versteht man ein sinnvolles .sprachliches” Gebilde, das
entweder wahr oder falsch ist.

. Die Menge der natirlichen Zahlen bezeichnen wir ausschliesslich mit I\.

Dann gilt:

Die Aussage ,0 ¢ N” ist wahr,
Die Aussage .3 € IN” ist falsch.
Die Aussage 1000000 € N” ist wahr.

. Wenn wir die Menge der natirlichen Zahlen zwischen 7 und 9 etwa mit D be-

zeichnen, so gilt:

7¢D
8ebD

. Wenn wir die Menge der natlrlichen Zahlen zwischen 3 und 4 beispielsweise

mit F bezeichnen, dann gilt:

3¢F
4 ¢F

F enthalt Uberhaupt kein Element; wir sagen: T ist eine leere Menge.

Jetzt wollen wir Mengen bilden, indem wir zundchst die Namen der Dinge
(kurz: die Dinge), die wir zusammenfassen wollen, in beliebiger Reihenfolge auf-

zahlen.
Wir schreiben dann die Elemente, durch Kommas getrennt, in sogenannte Mengen-
klammern: { . , }

Man spricht von der aufzadhlenden Form (Listenform) der Mengendarsteliung.

Einige unserer urspringlichen Bejspiele lassen sich nun folgendermassen dar-
stellen:

1.

{September, Februar, November, Juni, August, April, Dezember, Juli, Oktober,
Januar, Mérz, Mai}
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Venn-Diagramm

2.{v.w, x. y.z a b, c .. u}
Lies: ,,Menge mit den Elementen v, w, x, ¥, z. a, b, ¢ usw. bis u”. Diese unvoll-
standige aufzahlende Form darfst du nur verwenden, wenn aus den angegebenen
Elementen unmissverstandlich hervorgeht, welches die restlichen Elemente sind.

3.{1,2.3,4,...}
Hier sollen die Punkte andeuten, dass die Folge der Elemente nicht abbricht und
eigentlich gesetzmassig fortgesetzt werden musste.

4. {8}

5.{}
6. {7. 14, 21, 28, 35, 42, 49, 56, 63, 70}

Spater werden wir noch eine andere Art der Mengenbildung genauer kennenlernen.
Wir werden zum Beispiel alle Elemente von N zusammenfassen, die zweistellig sind,
die nicht grosser als 20 sind usw. Das heisst, wir werden alle Elemente, die wir
zu einer Menge zusammenfassen wollen, durch eine typische Eigenschaft be-
schreiben (vergleiche hierzu , Arithmetik und Algebra 1", Seite 7, Aufgabe 7).

Die Menge A aller Monatsnamen stellt offensichtlich dieselbe Menge dar wie die
Menge B mit den Elementen September, Februar, November, Juni, August, April,
Dezember, Juli, Oktober, Januar, Marz, Mai, denn jedes Element der Menge A ist
auch Element der Menge B und umgekehrt ist jedes Element der Menge B auch
Element der Menge A.

Wir definieren (. definieren” heisst .festlegen”) daher:

Bezeichnen A und B dieselbe Menge,
so schreiben wir A = B
und lesen ~A gleich B

Bezeichnen A und B verschiedene Mengen,
so schreiben wir A # B
und lesen «A ungleich B”

Weitere Beispiele:
1.{a, b, c. ....,2} = {v, w, x, ¥. 2 a, b, ..., u}, denn zu beiden Mengen gehoren
dieselben Elemente.
2.N = {1,2,3,4,...}
3.a) {1,3,2,3,3,3} = {1,2,3}, dennin {1, 3, 2, 3, 3, 3} sind die mehrmals no-
tierten Ziffern 3 stets Zeichen fur dieselbe Zahl.

b) {O, T, T,0} = {O, T}
Es erubrigt sich daher das mehrmalige Aufzahlen desselben Elementes.

4.{1,2,3,4} + {1,234}

b. Zwei leere Mengen sind auch stets gleich, da sie liberhaupt keine Elemente ent-
halten. Deshalb spricht man von der leeren Menge { }.

1.2. Grundmenge, Teilmenge, Ergidnzungsmenge; Venn-Diagramm

In den nachfolgenden Beispielen wollen wir die Mengen nicht nur in aufzahlender
Form darstellen, sondern tiberdies mit Hilfe von Mengenbildern, sogenannten YVenn-
Diagrammmen, zeichnerisch veranschaulichen.

Dabei schreiben wir die Elemente (Namen fir die Elemente!) der gegebenen Menge
auf und deuten das Zusammenfassen durch eine , geschlossene” Linie an.
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Beispiele:

1. Venn-Diagramm fir die Menge M mit den Elementen 1, 4, 9, 16, 25.

M = {1, 4, 9, 16, 25}

2. Venn-Diagramm fiir die Menge M mit den Elementen 1, 2, 3, 4, ..., 100.

M

M = {1,2 3 4, ..., 100}

Falls zur gegebenen Menge M viele Elemente gehoren, zeichnen wir nur eine
~geschlossene” Linie und veranschaulichen M durch die von der Linie einge-
schlossenen Punkte der Ebene.

Die Menge aller Dinge, die bei der Mengenbildung als Elemente zugelassen werden
sollen, nennen wir Grundmenge und bezeichnen sie ausschliesslich mit G.

Die Grundmenge werden wir stets durch ein Rechteck darstellen, und die gegebene
Menge innerhalb der Grundmenge zeichnen.

Beispiele:

1. Venn-Diagramm fiir die Grundmenge G aller nattirlichen Zahlen, die in 60 ohne
Rest enthalten sind.

1 4 60
12 2
15 4 G = {1,2,3,4,5,6,10,12,15,20, 30, 60}
5 10
s0 20 3

2. Venn-Diagramm fiir dieselbe Grundmenge G und die Menge M aller nattirlichen
Zahlen, die in 12 ohne Rest enthalten sind.

G = {1,2,3,4,5,6,10,12,15, 20, 30, 60}
M= {1,223 4612}

Man sieht, jedes Element der Menge M ist auch Element der Menge G.

Dies veranlasst uns zur folgenden allgemeinen Definition:

Eine Menge A heisst Teilmenge einer Menge B, wenn jedes Element von A auch
Element von B ist.

Wir schreiben A cB

und lesen A ist Teilmenge von B”.















